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Przypomnienie z ostatniego wykladu

Definicja 1 (proste prostopadte)

Dana jest przestrzen, w ktérej znajduja sie proste £
i k. Mowimy, ze sa one prostopadle, gdy:

e leza na jednej plaszczyznie i sg prostopadle lub

e istnieje prosta m réwnolegla do £ wspolplasz-
czyznowa z k i do niej prostopadla.

&~

Definicja 2 (prosta prostopadia do plaszczyzny)

Prosta k jest prostopadla do plaszczyzny m, gdy jest
prostopadta do kazdej z prostych zawartych w tej
plaszczyznie.

Definicja 3 (plaszczyzny prostopadie)

Plaszczyzny 7 i 0 sa prostopadle wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje prosta k zawarta w plaszczyznie w
prostopadta do plaszczyzny o.

Twierdzenie 1

Prosta k jest prostopadia do plaszczyzny m wtedy i
tylko wtedy, gdy jest prostopadta do pewnych dwoch
nieréwnoleglych prostych lezacych w tej ptaszczyz-
nie.
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Twierdzenie 2 (o trzech prostych prostopadlych)

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P pod ka-
tem ostrym. Prosta ¢ jest rzutem prostokatnym pro-
stej k na te plaszczyzne. Prosta m lezy na tej plasz-
czyznie i przechodzi przez punkt P.

Wéwezas prosta k jest prostopadta do prostej m wte-
dy i tylko wtedy, gdy m jest prostopadla do prostej
L.

Twierdzenie 3

Dana jest sfera o oraz takie punkty A i B, ze prosta
AB jest roztaczna ze sfera o. Prowadzimy dwie ptasz-
czyzny przechodzace przez punkty A i B styczne do
sfery o w punktach P i Q. Wéwczas

e AP = AQ, BP = BQ,

o trojkaty APB 1 AQB sa przystajace.
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Objetosé dowolnego ostrostupa jest rowna % iloczy-
nu pola jego podstawy i dtugosci wysokosci popro-
wadzonej na te podstawe.

Punkt D', rézny od D i nielezacy na plaszczyznie
ABC, lezy wewnatrz lub na brzegu czworoscianu
ABCD. Prosta DD’ przecina plaszczyzne ABC w
punkcie S. Wtedy

V(ABCD') D'S

V(ABCD) DS’

A

Katy ptlaskie, dwuscienne i tr6jscienne

Definicja 4 (kat dwuscienny)

Niech «a i § beda dwiema pélpltaszczyznami o wspdl-
nej prostej k. Para tych poélplaszczyzn wraz z ograni-
czong przez nie czescia przestrzeni nazywa sie kgtem
dwusciennym, a prosta k jest jego krawedzig.

Definicja 5 (kat tréjScienny)

Niech O bedzie punktem w przestrzeni. Jesli trzy
polproste OA, OB, OC nie leza w jednej plaszczyz-
nie, to trzy pélplaszczyzny wyznaczone parami przez
te polproste ograniczaja czesé przestrzeni nazywana
kgtem troj$ciennym o wierzchotku w punkcie O.

Dany jest czworoscian ABCS i punkty A’, B’, C’ le-
zace odpowiednio na krawedziach AS, BS, CS. Wte-
dy

Definicja 7 (kat brylowy)

Niech O bedzie punktem w przestrzeni. Jesli z punk-
tu O poprowadzimy wszystkie pétproste przecinaja-
ce pewien obszar S na powierzchni kuli o $rodku w
O, to zbidér tych poélprostych wyznacza kgt brylowy
o wierzchotku w punkcie O.

Twierdzenie 5

W dowolnym kacie trojsciennym kazdy z katow pta-
skich jest mniejszy od sumy dwoch pozostatych ka-
tow.

Definicja 6 (kat wieloScienny)

Kqgt wielo$cienny to czeS¢ przestrzeni domknieta
skoficzong liczba katow plaskich takich, ze wszyst-
kie katy maja wspolny wierzcholek oraz kazde dwa
nastepne katy maja wspélne ramie.

Twierdzenie 6

W dowolnym wypuklym kacie brylowym suma katéw
plaskich jest mniejsza od 360°.

Zadanie 1. Udowodni¢ Twierdzenie 5.

Zadanie 2. Udowodni¢ Twierdzenie 6.

Zadanie 3 (550M-I-8). Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu ABCD. Dowiesé, ze
JAPB + 4BPC + 4CPD + 4DPA > 360°.

Zadanie 4 (Zwardon 2001, L.11). Udowodnié, ze w dowolnym czworoscianie istnieje wierzcholek, przy ktérym wszystkie

katy plaskie sa ostre.

Zadanie 5 (Zwardon 2006, P52). Niech « bedzie katem dwusciennym w czworos$cianie foremnym, natomiast 3 katem
dwusciennym w o$mioscianie foremnym. Rozstrzygnaé, czy sin(a + () jest liczba wymierna.



RownoleglosSciany opisane na czworoscianach

Przez kazda krawedz czworoscianu ABC' D poprowadzmy plaszczyzne réwnolegla do przeciwleglej krawedzi czworos$cianu.
Plaszczyzny te wyznaczaja réwnolegloécian. W kazdej z jego Scian jedna przekatna jest krawedzia czworoscianu ABCD,
a druga przekatna jest réwna i réwnolegla do przeciwleglej krawedzi tego czworoscianu. Réwnolegloscian ten nazywamy
réwnoleglodcianem opisanym na czworoécianie ABCD (czasem moéwi sie tez réwnoleglodcian dopisany), a czworodcian
ABCD czworo$cianem wpisanym w ten réwnolegloscian. Okazuje sig, ze ta konstrukcja jest w wielu sytuacjach bardzo
uzyteczna.

Definicja 8 (bisrodkowa)

Bisrodkowa — odcinek taczacy srodki przeciwlegltych
krawedzi w czworoscianie.

Definicja 9 (biwysokos¢)

Biwysokosé — odcinek prostopadly do dwoch prze-
ciwleglych krawedzi czworoscianu, ktérego konice na-
leza do prostych zawierajacych te krawedzie.

Dla dowolnego réwnolegtoscianu zachodzi:

e bisrodkowe czworoécianu sg rownolegle do odpowiednich krawedzi réwnoleglto$cianu, a ich dtugosci sa rowne
dtugosciom tych krawedzi,

e biwysokosci sa prostopadle do przeciwleglych plaszczyzn réownolegloscianu,

e $rodek ciezkosci czworoscianu pokrywa sie ze Srodkiem cigzkosci rownolegloscianu, a srodkowe czworoscianu
sa przekatnymi tego réwnoleglodcianu,

e objeto$¢ czworoscianu jest 3 razy mniejsza od objetosci réwnolegloscianu.

Gdy réwnolegloscian opisany na czworoscianie jest:
e szedcianem wtedy i tylko wtedy, gdy czworoécian jest foremny.
e prostopadloscianem wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwlegle krawedzie czworoscianu sg réwne,

e jest graniastoslupem prostym o podstawie rownolegtoboku wtedy i tylko wtedy, gdy w czworoScianie sa dwie
pary przeciwlegtych krawedzi rownych,

e jest romboscianen”] wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwlegle krawedzie sa prostopadle.

“Romboedr, romboscian — réwnoleglodcian, ktérego kazda Sciana jest rombem.

Zadanie 6. W czworo$cianie ABC'D punkty K i L sa sSrodkami odpowiednio krawedzi AB i C'D. Plaszczyzna 7 przechodzi
przez punkty K i L oraz przecina krawedzie BC' i AD tego czworoécianu odpowiednio w punktach F i F. Wykazaé, ze
$rodek odcinka FF' lezy na prostej K L.

Zadanie 7. Dlugosci bisrodkowych pewnego czworodcianu sa réwne a, b, c. Dowie$¢, ze objetos¢ tego czworoscianu nie
przekracza %abc.

Zadanie 8. Udowodnié, ze bisrodkowa jest prostopadia do kazdej z dwoch biwysokosci laczacych pary pozostalych
przeciwlegltych krawedzi czworoscianu.

Zadanie 9. W czworoscianie ABC'D zachodza réwnoéci AC' = BD oraz AD = BC. Udowodnié, ze srodek sfery wpisanej
i srodek sfery opisanej na tym czworoscianie lezg na prostej laczacej srodki AB i CD.

Zadanie 10 (Zwardon 2001, .5). Dany jest czworoscian foremny ABC'D o krawedzi dlugosci 1. Punkty P i @ sa $rodkami
odpowiednio krawedzi AB i C'D. Obliczy¢ odlegtosé miedzy prostymi AQ i CP.



Zadanie 11 (Zwardon 2007, M2, P11). W czworoscianie ABC'D zachodza réwnosci
IBAC = 4BCD  oraz  JADC = JABD.

Rozstrzygnaé, czy AB = CD.

Wspoétplaszczyznowosé

Twierdzenie 7

Przecigciem dwoch plaszczyzn nieréwnoleglych jest prosta. Jesli te dwie ptaszczyzny to m; i 79, a ponadto proste k
i ¢ leza odpowiednio na plaszczyznach m; oraz ms i przecinaja sie, to przeciecie kN¢ tych prostych lezy na przecieciu
w1 N o plaszezyzn.

Punkt D lezy na plaszczyznie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy proste AB i CD lub AC i BD lub AD i BC maja
punkt wspolny.

Zadanie 12. Dowiesé, ze srodki krawedzi BD, BC, AC i AD czworo$cianu ABCD leza na jednej plaszczyznie i sa
wierzchotkami réwnolegloboku.

Zadanie 13. W czworoscianie ABC'D punkty Iy, I, I3, I sa srodkami okregéw wpisanych w Sciany. Czy moga one lezeé
na jednej plaszczyznie?

Zadanie 14 (710M-1-7). Sciany czworoscianu ABCD sa tréjkatami ostrokatnymi, a katy dwuscienne przy krawedziach
AB i CD sa proste. Dowiesé, ze ortocentra trojkatow ABC, BCD, CDA, DAB leza na jednej plaszczyZnie.

Zadanie 15 (77OM-II-3). Dany jest ostrostup ABCDS o podstawie czworokata wypuklego ABCD. Zal6zmy, ze dwu-
sieczne katow plaskich BAD, BSD i BC'D maja punkt wspélny. Wykazaé, ze §rodki okregéw wpisanych w trojkaty ABS,
BCS, CDS, DAS lezg na jednej plaszczyznie.

Zadanie 16 (490M-I11-3). Pieciokat wypukly ABCDE jest podstawa ostrostupa ABCDES. Plaszczyzna przecina kra-
wedzie SA, SB, SC, SD, SE odpowiednio w punktach A’, B’, C', D', E’ (réznych od wierzchotkéw ostrostupa). Udo-
wodnié, ze punkty przeciecia przekatnych czworokatéw ABB'A’, BCC'B’', CDD'C’', DEE'D’', EAA'E'’ lezg na jednej
plaszczyznie.
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