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Prostopadlosé¢ i ré6wnoleglosé

Definicja 1 (proste prostopadte)

l
Dana jest przestrzen, w ktérej znajduja sie proste £ i
k. Mowimy, ze sa one prostopadie wtedy i tylko wte-
dy, gdy zachodzi przynajmniej jeden z warunkéw: /
/
e leza na jednej plaszczyznie i sa prostopadle, ) =
/
e istnieje prosta m réwnolegla do ¢ wspolplasz- / /
czyznowa z k i do niej prostopadla. /m
. J k

Definicja 2 (prosta prostopadla do plaszczyzny) k

Mowimy, ze prosta k jest prostopadta do plaszczyzny
m wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do kazdej
7 prostych zawartych w tej ptaszczyznie.

Moéwimy, ze plaszczyzny m i o sa prostopadie wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje prosta k zawarta w plasz-
czyznie 7 prostopadla do ptaszczyzny o.

Definicja 3 (plaszczyzny prostopadie) w ]:l

Prosta k jest prostopadla do ptaszczyzny m wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ona prostopadla do pewnych
dwoéch nierownolegltych prostych lezacych w plasz-
czyznie .
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Twierdzenie 2 (o trzech prostych prostopadtych)

Prosta k, niezawarta w plaszczyznie 7, przecina jg w
punkcie P. Prosta ¢ jest rzutem prostokatnym pro-
stej k na te ptaszczyzne. Prosta m lezy na tej plasz-
czyznie i przechodzi przez punkt P. Wéwczas prosta
k jest prostopadta do prostej m wtedy i tylko wtedy,
gdy m jest prostopadia do prostej £.

Definicja 4 (plaszczyzny réwnolegle)

Dwie plaszczyzny sg réownolegle, gdy sie pokrywaja lub gdy nie maja punktéw wspdlnych.

Definicja 5 (prosta réwnolegta do plaszczyzny)

Prosta jest rownolegla do plaszczyzny, gdy nie ma z nia zadnego punktu wspdlnego.

Cwiczenie 1. Whpatrywaé sie w podane twierdzenia tak dtugo, dopdki sie ich nie zrozumie.

Zadanie 1. Udowodnié, ze je$li w czworoscianie ABCD krawedzie AB i C'D sa prostopadte, to wysokosci tego czworo-
$cianu poprowadzone z wierzchotkéw C' i D przecinaja sie.

Zadanie 2. Rozstrzygnaé, czy istnieje czworoscian, ktorego wszystkie $ciany sa tréjkatami prostokatnymi.

Zadanie 3 (5 OMG, II etap, zadanie 5). Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktérego kazda krawedz
boczna jest prostopadta do pewnej krawedzi podstawy? OdpowiedZ uzasadnié.

Zadanie 4 (62 OM, I etap, zadanie 11). W czworoScianie rozwazamy dwusieczne trzech katéw plaskich majacych wspdlny
wierzchotek. Wykazaé, ze jezeli pewne dwie z tych dwusiecznych sa prostopadle, to wszystkie one sa wzajemnie prosto-
padte.

Zadanie 5 (10 OM, III etap, zadanie 3). Wykazaé, ze jezeli w czworoscianie ABC'D wysoko$ci poprowadzone z wierz-
chotkéw A i B przecinajg si¢, to wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw C' i D réwniez maja punkt wspdlny.

Zadanie 6 (49 OM, II etap, zadanie 6). Dany jest czworoécian ABCD. Dowiesé, ze krawedzie AB i C'D sa prostopadle
wtedy i tylko wtedy, gdy w przestrzeni istnieje taki réwnoleglobok CDPQ, z2e PA = PB = PD oraz QA = QB = QC.

Zadanie 7 (Mszana 2024, zadanie 17). W czworoécianie ABC D zachodza réwnosci
JBAC 4+ 4BAD = 4ABC + 4ABD = 90°.

Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, zas M $rodkiem krawedzi C'D. Wykazaé, ze proste AB i
MO sa prostopadte.

Najmocniejsze twierdzenie stereometrii

Twierdzenie 3

Dana jest sfera o oraz takie punkty A i B, ze prosta
AB jest rozlaczna ze sferg o. Prowadzimy dwie ptasz-
czyzny przechodzace przez punkty A i B styczne do
sfery o w punktach P i Q. Wéwczas

e AP = AQ,
e BP = BQ,
o trojkaty APB i AQB sa przystajace.




Zadanie 8 (8 OMG, I etap, zadnie 6). W ostrostup SABCD, ktérego podstawa jest czworokat wypukly ABCD, mozna
wpisaé sfere. Udowodnié, ze
JASB + 4CSD = 4BSC + 4DSA.

Zadanie 9. Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do Sciany ABC w Srodku okregu wpisanego w tréjkat
ABC. Wykazaé, ze
JBAD = qCAD, JABD = 4CBD, JBCD = 4ACD.

Zadanie 10 (IMO Longlist 1985 P93). Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do $cian ABC' i BC'D odpo-
wiednio w punktach P i Q. Dowiesé, ze JAPB = 4CQD.

Zadanie 11 (54 OM, III etap, zadanie 5). Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do $ciany ABC w punkcie
H. Inna sfera jest styczna do éciany ABC w punkcie O oraz jest styczna do plaszczyzn zawierajacych pozostale Sciany
czworoscianu ABCD w punktach, ktére do niego nie naleza. Dowie$é, ze jezeli O jest $rodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego trojkata.

Zadanie 12 (57 OM, III etap, zadanie 5). Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym AB = CD. Sfera wpisana w ten
czworo$cian jest styczna do $cian ABC i ABD odpowiednio w punktach K i L. Dowiesé, ze jezeli punkty K i L sa
$rodkami cigzkosci scian ABC 1 ABD, to czworoscian ABC'D jest foremny.

Metoda siatek

W wielu zadaniach pomocne moze by¢ rozpatrzenie siatki wieloscianu. Mozna wtedy zauwazy¢ wiele rzeczy niewidocznych
w rysunku przestrzennym.

Zadanie 13 (5SWKM—I—. Dany jest szedcian o krawedzi dtugosci 1. Obliczy¢ dlugosé najkrotszej drogi taczacej dwa
przeciwlegle wierzcholki tego szeécianu, prowadzonej po jego powierzchni.

Zadanie 14. W czworoscianie ABC'D suma katéw plaskich w kazdym wierzchotku jest rowna 180°. Wykazaé, ze prze-
ciwlegle krawedzie tego czworo$cianu sa réwnej dlugodci.

Zadanie 15. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym
JBAC + 4BDC = 4BCA+ 4BDA = 180°.
Dowiesé, ze SBAD = 4<BCD.
Zadanie 16 (2 OMG, II etap, zadanie 5). Tréjkat ABC' jest podstawa ostrostupa ABC'S, w ktérym
JASB = 4BSC = gCSA = 20°.
Wykazaé, ze obwdd tréjkata ABC' jest nie mniejszy od dlugosci kazdej z krawedzi AS, BS i CS.
Zadanie 17 (47 OM, III etap, zadanie 4). W czworoscianie ABC D zachodza réwnosci
JBAC = 4ACD oraz JABD = 4<BDC.
Dowiesé, ze krawedzie AB i C'D sa réwnej diugosci.

Zadanie 18 (51 OM, III etap, zadanie 4). W ostrostupie prawidlowym o wierzchotku S i podstawie A1 A5 ... A, kazda
krawedz boczna tworzy z plaszczyzna podstawy kat 60°. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 rozstrzygnaé, czy mozna
wybraé takie punkty Bo, Bs, ..., B, lezace odpowiednio na krawedziach A,S, A3S, ..., A,S, ze

A1By + BsBs + BsBy+ -+ Bp_1B,, + B, A1 < 2A4,5.
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Metoda objetosci

Najczestszym oznaczeniem objetosci jest zapis V(B), czyli objetosé bryly B.

Twierdzenie 4

Objetosé dowolnego ostrostupa jest réwna jednej
trzeciej iloczynu pola jego podstawy i dlugosci wy-
sokosci poprowadzonej na te podstawe.

Punkt D', rézny od D i nielezacy na plaszczyzZnie
ABC, lezy wewnatrz lub na brzegu czworo$cianu
ABCD. Prosta DD’ przecina plaszczyzne ABC w
punkcie S. Wtedy

V(ABCD') D'S

V(ABCD) DS’

Dany jest czworo$cian ABC'S i punkty A’, B/, C’ le-
zace odpowiednio na krawedziach AS, BS, C'S. Wte-
dy
V(ABC'S) A'S B'S C'S
V(ABCS) AS BS CS°

Zadanie 19. Udowodnié Lemat 1.
Zadanie 20. Udowodnié¢ Lemat 2.

Zadanie 21. Dowieé¢, ze jezeli r oznacza dlugosé promienia sfery wpisanej w dany czworodcian, a S oznacza sume poél
jego $cian, to objetosé tego czworoscianu wynosi r.5/3.

Zadanie 22. Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz czworoécianu foremnego ABC D. Niech K, L, M, N beda rzu-
tami punktu P odpowiednio na ptaszczyzny ABC, ABD, ACD oraz BC D. Niech h bedzie wysokoscia tego czworoscianu.
Udowodnié, ze

PK+ PL+ PM+ PN =h.

Zadanie 23 (14 OM, I etap, zadanie 11). Wewnatrz czworo$cianu ABC'D wybrano punkt S. Proste AS, BS, CS, DS
przecinaja przeciwlegte Sciany czworo$cianu ABC'D odpowiednio w punktach A’, B’, C’, D’. Dowies¢, ze

SA . SB’ n Sc’ . SD"
AA" BB’ CC' DD
Zadanie 24 (44 OM, II etap, zadanie 3). Punkty Ao, A3 leza na krawedzi OA; czworoscianu OA; B1Ch, przy czym

1.

OA; > 0OAy > OAg > 0.

Punkty Bs, B3 leza na krawedzi OBy, a punkty Cy, C3 leza na krawedzi OCy, przy czym plaszczyzny A1 B1Ch, AsByCy,
A3B3Cj5 sa rownolegle. Dla ¢ = {1,2,3}, niech V; oznacza objeto$é¢ czworoécianu OA;B;C;, a V objetosé czworodcianu
OA13203. Wykazaé, ze

Vi+ Va4 V35 >3V

Zadanie 25 (52 OM, III etap, zadanie 2). Dowie$é, ze suma odlegtosci dowolnego punktu lezacego wewnatrz czworoscianu
foremnego o krawedzi 1 od jego wierzchotkéw jest nie wieksza niz 3.
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