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Rys historyczny

Male twierdzenie Fermata zostalo sformulowane w 1640 roku przez Pierre’a de Fermata w licie do jego przyjaciela,
Frénicle’a de Bessy. Sam Fermat nie podal jednak dowodu, twierdzac, ze jest on zbyt diugi, by go zapisa¢ w formie
notatki. Przez wiele lat twierdzenie pozostawalto bez formalnego uzasadnienia, az w 1736 roku pierwszy poprawny dowdd
opublikowal Leonhard Euler. Dopiero na poczatku XX wieku, okolo 1913 roku, zaczeto powszechnie uzywaé nazwy ,male
twierdzenie Fermata”.

Kroétkie przypomnienie kongruencji

Definicja 1 (kongruencja)

Niech a,b € Z oraz niech m € Z,. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m, jesli liczba a — b dzieli si¢ przez m.
Stosujemy oznaczenie
a=b (modm)

i nazywamy je kongruencja. Oznacza to réwniez, ze liczby a i b daja takg sama reszte z dzielenia przez m.

Kongruencje maja wiele przydatnych wtadciwosci.

Twierdzenie 1 (wlasnosci kongruencji)

Dla a,b,c,d € Z oraz m,n € Z zachodza ponizsze zaleznosci.
1. a =a (mod m).
2. Je$li a =b (mod m), to b =a (mod m).
3. Jedli a = b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to a = ¢ (mod m).
4. Jedli a =b (mod m), to atc¢=b=+c (mod m).
5. Jedli a = b (mod m), to ac = be (mod m).
6. Jesli a = b (mod m) oraz ¢ =d (mod m), to a+c=b=+d (mod m).
7. Jedli a = b (mod m) oraz ¢ = d (mod m), to ac = bd (mod m).
8. Jedli a = b (mod m), to a™ = b"™ (mod m).

Twierdzenie i jego dowod

Twierdzenie 2 (MTF)

Jezeli p jest liczba pierwsza, to dla dowolnej liczby catkowitej a zachodzi
a’? =a (mod p).
Innymi stowy, jesli p jest liczba pierwsza, a a jest taka liczba catkowita, ze liczby a i p sa wzglednie pierwsze, to

a1 =1 (mod p).

Dowdéd. Gdy p = 2, sprawa jest oczywista. Zalézmy wiec, ze p > 2. Kongruencje a? = a (mod p) udowodnimy najpierw
dla a = n € N przez indukcje wzgledem n.
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Dla n = 1 sprawdzenie jest trywialne. Z zalozenia indukcyjnego n? = n (mod p), wzoru dwumiennego oraz faktu, ze dla
1 <k<p-—1liczba (i) jest podzielna przez p dostajemy, ze:

(n+l)p:np+<11))np_1+<g>np_2+~-~+ (pfl>n+lznp+lzn+l (mod p).

To dowodzi kongruencji dla wszystkich liczb naturalnych n.
Jedli a jest ujemna liczba calkowita, to wobec nieparzystodci p (gdy p > 2) mamy:

a? = —(—a)’ = —(—a) =a (mod p).

Majac a? = a (mod p), czyli p | a? — a, po wykorzystaniu zalozenia p 1 a (gdy chcemy przejéé do postaci a?~1 = 1
(mod p)), otrzymujemy p | a(a?~! — 1), a stad p | a?~* — 1, co daje a?~! =1 (mod p).

Cwiczenie 1. Wyznacz reszte 2°° (mod 7).

Cwiczenie 2. Czy istnieje liczba calkowita n taka, ze n = 7 (mod 13) oraz 5n%0 = 12 (mod 13)?
Cwiczenie 3. Niech a,b € Z oraz p € P. Udowodnié¢, ze p | ab? — aPb.

Cwiczenie 4. Niech p € P oraz a € Z. Udowodnié, ze jesli a® = 1 (mod p), to a = £1 (mod p).

Cwiczenie 5. Niech p e P, p > 2 oraz s = % Udowodnié, ze jesli p1 a, to a® = +1 (mod p).

Zadania

Zadanie 1 (Obdz MIKO, gr. mlodsza, P4). Niech n > 3 bedzie taka liczba naturalna, ze 4n + 1 jest liczba pierwsza.
Udowodnij, ze 4n + 1 dzieli n?" — 1.

Zadanie 2. Dla danych liczb catkowitych b i aq,as, ..., asg zachodzi réwnosé
b= o b all 4 all 4o 4 all
Udowodnié, ze iloczyn bajas - ... - asg jest liczba podzielng przez 23.
Zadanie 3. Udowodnié, ze jezeli 7 | 2% + y° + 28 dla pewnych liczb calkowitych z,v, z, to 343 | xyz.
Zadanie 4. Zalézmy, ze p i q to liczby pierwsze, a? = a (mod ¢) i a? = a (mod p). Udowodnié, ze
a’?=a (mod pq).

Zadanie 5 (750M-I-5). Dana jest dodatnia liczba calkowita dajaca reszte 3 z dzielenia przez 7. Udowodnié, ze suma
szescianéw jej dodatnich dzielnikow dzieli si¢ przez 7.

Zadanie 6 (Rabka 2018, gr. $rednia). Dane sa liczby calkowite z, y oraz liczby pierwsze p, ¢, R, ktére spelniaja réwnosé
2B+ R-pg =yt
Udowodnié, ze przynajmniej jedna z liczb p, ¢ jest réwna R.

Zadanie 7 (690M-1-9). Wykazaé, ze dla nieskonczenie wielu liczb calkowitych n > 1 réwnanie
(241" = (= 1) =g
nie ma rozwiazania w liczbach catkowitych z,y.

Zadanie 8 (Ob6z OMJ 2013, poziom OM, P14). Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2™ — n jest podzielna przez p.

Zadanie 9 (760M-II-2). Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wlasnoéci: liczba 2 - n — 1 jest
pierwsza dla kazdego k € {2,3,...,n}.

Zadanie 10 (IMO 2005, P4). Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite, ktére sg wzglednie pierwsze ze wszystkimi
wyrazami nieskoniczonego ciggu
2"4+3"+6" -1, n>1l



