Liczby pierwsze i ztozone,
liczby wzglednie pierwsze

IKO Tomasz Kossakowski

Liczby pierwsze od wiekéw fascynuja matematykéw. Po dzisiejszym wykladzie zafascynujg one réwniez Ciebie.

Definicje

Definicja 1 (liczby pierwsze)

Liczbg pierwszq nazywamy taka liczbe calkowita p wieksza od 1, ktérej jedynymi dodatnimi dzielnikami sg 1
ip.

Zbior liczb pierwszych zwykle oznaczany jest symbolem P. Wtedy mozemy powiedzieé, ze
P:={peN:a|p = ac€{1,p}}.
Poczatek ciggu liczb pierwszych to:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41,43,47, 53,59, 61,67, 71, 73,79, 83, 89, 97 itd.

Definicja 2 (liczby zlozone)

Liczbe caltkowityg dodatnia n nazywamy zlozona, wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja przedstawi¢ w postaci
iloczynu n = ab, dla pewnych liczb catkowitych a,b > 1.

Poczatek ciggu liczb zlozonych to:
4,6,8,9,10,12,14,15,16, 18, 20,21, 22,24, 25,26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 38, 39,

40,42, 44, 45, 46, 48, 49, 50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 62, 63, 64, 65, 66, 68, 69, 70, 72,
74,75,76,77,78, 80,81, 82, 84, 85, 86, 87, 88, 90, 91,92, 93, 94, 95, 96, 98, 99, 100 itd.

Twierdzenie 1 (rozklad liczby)

Niech (p1,p2,ps,--.) = (2,3,5,...) beda wszystkimi liczbami pierwszymi w kolejnosci rosnacej. Wowezas
kazda liczbe naturalng n mozna zapisa¢, na dokladnie jeden sposéb, w postaci
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=Py Pa°P3" ...

gdzie aq, ais, ag, . . . sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Ten zapis nazywamy rozkiadem liczby n na czynniki
pierwsze.

Uwaga: W rozkladzie powyzej pomijamy zapisywanie czynnikéw postaci p? réwnych 1. W ten sposéb rozklad
ten ma zawsze skonczenie wiele czynnikéw.

Innymi stowy, jesli dane jest s liczb pierwszych p1,...,ps oraz k liczb pierwszych q1, ..., g, spelniajacych warunek

Pr-..."Ps=4q1" ... gk,
to s = k oraz liczby p; sa po zmianie kolejnosci réwne liczbom ¢;.
7 rozkladem na czynniki pierwsze zwiazane sg nastepujace wlasnosci.

1. Tloczyn liczb catkowitych jest podzielny przez liczbe pierwsza p wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras z nich jest
podzielna przez p.
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2. Jezeli dodatnia liczba catkowita jest podzielna przez rézne liczby pierwsze p1, pa, ..., Pm, to jest takze podzielna
przez ich iloczyn.

3. Jesli liczby a, b sa krotnosciami liczby pierwszej p w rozkladzie na czynniki pierwsze liczb n, m, to krotnosé
liczby p w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n - m réwna jest a + b.

4. Liczba catkowita dodatnia n jest a-ta potega liczby calkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba pierwsza
wystepuje w rozkladzie n na czynniki pierwsze w krotnoéci podzielnej przez a.
Cwiczenie 1. Udowodnij, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Cwiczenie 2. Udowodnij, ze liczba v/2 jest niewymierna.

Definicja 3 (liczby wzglednie pierwsze)

Dwie liczby caltkowite a i b nazywamy wzglednie pierwszymi wtedy i tylko wtedy, gdy ich najwiekszy wspolny
dzielnikﬂ jest réwny 1, co zapisujemy jako NWD(a,b) = 1.

% Najwickszym wspélnym dzielnikiem dodatnich liczb catkowitych a i b nazywamy najwigksza liczbe naturalng d taka, ze d | a
i d|b. Oznaczamy go przez gcd(a,b) lub NWD(a, b).

Zauwazmy, ze dla kazdego p,r € P, gdzie p # r zachodzi NWD(p,r) = 1.

Cwiczenie 3. Niech a, b beda wzglednie pierwsze. Udowodnij, ze jezeli a | ¢ oraz b | ¢ to ab | c.

Jesli NWD(a,b) =1, to
7(a-b) =7(a) - 7(b)

gdzie 7(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby n.

Niech n > 1 bedzie liczba naturalng o rozktadzie na czynniki pierwsze:
n=pypy®-ppt,

gdzie p1,po, ..., pr sa roznymi liczbami pierwszymi, a ag, s, ..., ak s liczbami naturalnymi.
Woéwczas liczba dodatnich dzielnikéw liczby n wyraza si¢ wzorem:

7(n) = (a1 + 1)(az+ 1) (o + 1),

gdzie 7(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby n.

Cwiczenie 4. Udowodnij lemat 2.
Cwiczenie 5. Czy istnieje liczba dodatnia o dokladnie 2025 dodatnich dzielnikach?

Cwiczenie 6. Udowodnij, ze jezeli liczba dzielnikéw liczby naturalnej n jest nieparzysta, to n jest kwadratem liczby
naturalnej.

Jedli n € N ma rozklad na czynniki pierwsze postaci n = p'ps?...pp*, to

N e W G et
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gdzie o(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n.

Cwiczenie 7. Udowodnij lemat 3.



Zadania
Zadanie 1. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych p + 4 jest kwadratem liczby naturalne;j.
Zadanie 2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktére maja dokladnie trzy dodatnie dzielniki.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba

PP +pi+p-3
rowniez jest pierwsza.
Zadanie 4. Czy istnieje taka liczba calkowita n > 2, ze liczba n! ma doktadnie 101 dodatnich dzielnikéw?

Zadanie 5 (10 OMJ-ITI-1). Udowodnij, ze kazda liczbe catkowita wieksza od 5 mozna przedstawié¢ w postaci sumy
liczby pierwszej i liczby zlozonej.

Zadanie 6. Udowodnij, ze jezelip € P, k € N oraz 0 < k < p, to (i) jest podzielne przez p.

Zadanie 7. Niech a, b, ¢ i d beda dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze ab = cd. Pokaz, ze istnieja dodatnie
liczby calkowite p, q, r, s takie, ze
a=pq, b=rs, c=pr, d=gqs.

Zadanie 8 (160M-II-4). Znalezé wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p®>+11 6p?+1 sa réwniez liczbami pierwszymi.

Zadanie 9 (150MJ-II-5). Dane sa dodatnie liczby calkowite a,b o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby natu-

ralnej n > 1 ulamek
a+n

b+n

jest skracalny. Wykaz, ze a = b.

Zadanie 10 (760M-I-3). Dana jest dodatnia liczba calkowita n bedaca iloczynem 2024 réznych liczb pierwszych.
Wyznaczy¢ liczbe dodatnich liczb catkowitych £k spelniajacych réwnosé

n+ NWD(n, k) = k.
Zadanie 11. Wykaz, ze nie istnieje taka tréjka parami réznych liczb pierwszych (p, g, r), ze liczba

(p+q)(g+r)(r+p)
pqr

jest calkowita.
Zadanie 12. Rozwiaz réwnanie pP + ¢? = r" w liczbach pierwszych p, ¢, r.

Zadanie 13 (640M-1-3). Niech n bedzie dodatnia liczba calkowita. Wykazaé, ze jezeli suma wszystkich jej dodatnich
dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 14 (Irahnska OM 2005-1I-1). Niech n,p > 1 beda dodatnimi liczbami catkowitymi i niech p bedzie liczba
pierwsza. Zakladajac, ze n | p — 1 oraz p | n® — 1, udowodnij, ze 4p — 3 jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 15 (550M-1I-4). Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, majace dokladnie y/n dodatnich dziel-
nikéw.

Zadanie 16 (730M-II-3). Dodatnie liczby catkowite a,b, ¢ spelniaja réwnosé

a® 4 4b + ¢ = abe,
przy czym a > c oraz liczba p = a? + 2a + 2 jest pierwsza. Wykazaé, ze p jest dzielnikiem liczby a + 2b + 2.
Zadanie 17 (IMO 1959, P1). Udowodnij, ze dla dowolnego n € N ulamek

21ln+4
14n + 3

jest nieskracalny.



Rozwigzania ¢wiczen

Rozwiazanie 1. Przypusémy nie wprost, ze liczb pierwszych jest skoniczenie wiele. Oznaczmy te liczby jako p1, pa, ..., pn.
Wiemy, ze 2 jest liczba pierwsza, wiec n > 1. Rozpatrzmy liczbe

K=pi-pa-...-pn+1

Zauwazmy, ze jest ona wieksza od 1.

Liczba p1 - pa - ... p, jest podzielna przez p; dla ¢ € {1,...,n}. Stad K nie jest podzielna przez zadna z liczb
pierwszych. Jednakze kazda liczba catkowita wieksza od 1 jest podzielna przez jakas liczbe pierwsza. Otrzymana
sprzeczno$é¢ konczy dowod.

Rozwigzanie 2. Zalézmy nie wprost, ze istnieja takie liczby catkowite dodatnie p, q, ze zachodzi réwnosé
vV2="L,
q

Przeksztalcajac powyzsza réowno$é réwnowaznie, otrzymujemy
P = 24%.

Niech
p=2% i q=2%,

gdzie a, b sa liczbami nieparzystymi. Innymi stowy, a i § beda wyktadnikami przy dwéjce w rozkladzie odpowiednio
p i ¢ na czynniki pierwsze. Zauwazmy, ze dana réwnos¢ jest rownowazna roéwnosci

22aa2 — 2264—1[)2.
Skoro a i b sa nieparzyste, to wykladnik przy dwodjce w rozkladzie na czynniki pierwsze wynosi odpowiednio 2« i

28 + 1 dla odpowiednio lewej i prawej strony. Wiemy, ze je$li pewne dwie liczby sa réwne, to wykladniki przy tych
samych liczbach pierwszych sa sobie rowne, czyli

2a =26 + 1.

Jednak lewa strona powyzszej réwnoéci jest parzysta, a prawa nie. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze v/2 jest liczba
niewymierna.

Rozwigzanie 3. Poniewaz ged(a,b) = 1, rozklady liczb a i b na czynniki pierwsze nie maja wspélnych liczb pierw-
szych.

Niech ¢ bedzie taka liczba, ze a | ¢ i b | c. W rozkladzie na czynniki pierwsze, ¢ musi zawieraé¢ wszystkie czynniki
pierwsze z a i wszystkie czynniki pierwsze z b z odpowiednimi wykladnikami.

Zatem c¢ zawiera wszystkie czynniki pierwsze z ab, co oznacza ze ab | c.

Rozwiazanie 4. Kazdy dodatni dzielnik d liczby n ma postac:

d:pflpgz pgk
gdzie wykladniki 3; spelniaja nieréwnosci:

0<Bi<ar, 0<Ba<aa, ..., O0<Br<a

Dla kazdej liczby pierwszej p; wyktadnik §; moze przyjmowaé «; + 1 réznych wartosci: 0,1,2, ..., «;.
Poniewaz wybory wyktadnikow dla réznych liczb pierwszych sa niezalezne, na mocy reguly mnozenia, taczna liczba
mozliwych kombinacji wykladnikéw wynosi:

(a1 4+ 1)(ag+1)--(ap + 1)
Kazda taka kombinacja wyznacza dokladnie jeden dzielnik liczby n, zatem:
T(n) = (a1 +1)(az +1) - (g + 1)
co konczy dowod.

Rozwigzanie 5. Tak, np. 7 (22024) = 2025.



Rozwigzanie 6. Niech n = p{"p5? - - - p* bedzie rozkladem liczby n na czynniki pierwsze.
Wéwcezas liczba dzielnikow wynosi:
7(n) = (a1 +1)(aa+1) - (o + 1)
Jedli 7(n) jest nieparzysta, to kazdy czynnik («; 4+ 1) musi by¢é nieparzysty. Zatem kazdy a; musi by¢ parzysty.
Niech oy =28, dlat=1,2,... k. Wtedy:

2
23 2;32 206k 3 35 .
n p 1p2 .'.pk " (p lpz ..'pﬁkk>
CZyli n 'eSt kwadratem liCZby naturalne..

Rozwigzanie 7. Kazdy dzielnik naturalny liczby n mozna przedstawi¢ w postaci:

A1\ Ak
d=pi'py®...p.",

gdzie:

Poniewaz réznym uktadom liczb A; ...\, spelniajacym (1) odpowiadaja rézne dzielniki n, wiec:

o(n) = py'py®...py", (2)

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie uklady liczb catkowitych spelniajace (1).
Kazdy skladnik sumy (2) wystepuje dokladnie raz, dlatego te sume mozna ,zwinaé¢” do postaci iloczynowej:

on)=(14+pi+...+pf) L+py+...+p52) ... (L+pL+... + ).
Z kolei i-ty czynnik powyzszego iloczynu jest skoficzong suma szeregu geometrycznego o ilorazie p;, wiec
a;+1 1

b;

L4+pr+...+pfi= p—
1

Stad teza.

Rozwigzania zadan

Rozwigzanie 1. Szukamy liczb pierwszych p spetniajacych réwnanie p + 4 = n? dla pewnej liczby naturalnej n.
Po przeksztalceniu tego réwnania i skorzystaniu ze wzoru skréconego mnozenia, uzyskujemy rozktad liczby p na
czynniki:

p=n®—4=(n-2)(n+2).

Przypomnijmy, ze p jako liczba pierwsza ma dokladnie dwa dzielniki naturalne: 1 i p. Czynnik n + 2 jest liczbg
naturalng wieksza od 1, dlatego n + 2 = p. Drugi czynnik jest wiec réwny 1. Otrzymujemy uktad réwnan

n+2=p
n—2=1,

ktérego rozwiazaniem jest para liczb n = 3 i p = 5. Zatem jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest p = 5.

Rozwiagzanie 2. Z ¢wiczenia 5 wiemy, ze kazda liczba dodatnia n o nieparzystej liczbie dodatnich dzielnikow jest
kwadratem liczby calkowitej. Zatem jeéli » ma dokladnie trzy dzielniki, to n = k? dla pewnej liczby calkowitej k.
Jezeli liczba k jest pierwsza, to n ma dokladnie trzy dzielniki: 1, k, n. W przeciwnym przypadku dowolny dzielnik
pierwszy liczby k jest kolejnym dzielnikiem liczby n. Wobec tego dokladnie trzy dodatnie dzielniki maja te i tylko te
dodatnie liczby catkowite, ktore sa kwadratami liczb pierwszych.

Rozwiazanie 3. Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym p jest liczba parzysta, czyli p = 2. Wéwczas
P4+ +p—3=8+44+2-3=11,

wigc p = 2 spelnia warunki zadania.
W sytuacji, gdy p jest liczba nieparzysta, liczba

P +p?P+p—3



jest parzysta, czyli

PP Hp-3=2
Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie

p(p* +p+1)=5.

Poniewaz 5 jest liczba pierwsza oraz liczby p i p? 4+ p + 1 sa wieksze od 1, to powyzsze réwnanie nie ma rozwigzan.
Jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest zatem liczba p = 2.

Rozwiazanie 4. Nie. Dla n > 2 liczba n! ma przynajmniej dwa rézne czynniki pierwsze w rozktadzie: 2 i 3. Wéwcezas
liczba dzielnikéw n! jest zlozona, zatem nie moze by¢ réwna 101.

Rozwigzanie 5. Zauwazmy, ze jezeli n > 6 jest liczbg parzysta, to n — 2 jest liczba parzysta wicksza od 2, a wiec
liczbg ztozona. Stad otrzymujemy przedstawienie n = 2+ (n— 2) liczby n jako sumy liczby pierwszej i liczby zlozone;j.
Podobnie, jedli n > 6 jest liczba nieparzysta, to n — 3 jest liczba parzysta wicksza od 2, a wiec liczba zlozona. Wobec
tego n = 3 4 (n — 3) to szukane przedstawienie liczby n w postaci sumy liczby pierwszej i liczby zlozonej.

Rozwiazanie 6. W tym celu zapiszmy

(i) - k‘!(ppi ST

Teraz p dzieli to wyrazenie, je$li S jest liczba calkowita. Oto sedno sprawy: wiemy, ze pS jest liczba calkowita.
Poniewaz p jest wzglednie pierwsze ze wszystkimi liczbami &,k — 1,...,1, zatem p nie wnosi zadnego wktadu w to,
aby pS bylo liczba catkowita. Stad S musi by¢ liczbg catkowita, co konczy dowdd.

p=DP-2)...(p-k+1)

k(k—1)...1 = pS.

Rozwiazanie 7. Skoro

a d
c b
zatem oba utamki sa réwne pewnemu wspélnemu utamkowi nieskracalnemu, powiedzmy <, gdzie ged(q,s) = 1.

Wtedy (a,c) = (pg, ps) dla pewnego p oraz (b,d) = (rs,rq) dla pewnego r. To koniczy dowdd.

Rozwigzanie 8. Do rozwiazania zadania dojdziemy badajac podzielnosé liczb u = 4p? + 1 i v = 6p® + 1 przez 5.
Wiadomo, ze reszta z dzielenia przez liczbe naturalng iloczynu dwoch liczb catkowitych réwna sie reszcie z dzielenia
przez owa liczbe iloczynu ich reszt. Na tej podstawie znajdziemy tatwo, co nastepuje:

Gdy p=0 (mod 5), wtedy u=1 (mod5), v=1 (mod 5);
Gdy p=1 (mod 5), wtedy u=0 (mod 5), v=2 (mod 5);
Gdy p=2 (mod 5), wtedy u=2 (mod 5), v =0 (mod 5);
Gdy p=3 (mod 5), wtedy u=2 (mod 5), v=0 (mod 5);
Gdy p=4 (mod 5), wtedy u=0 (mod 5), v =2 (mod 5).

Z powyzszego wynika, ze liczby u 1 v moga by¢ obie liczbami pierwszymi tylko wtedy, gdy p = 0 (mod 5), tzn. gdy
p = 5, poniewaz p ma by¢ liczba pierwsza. W tym przypadku v = 4 - 5% +1 = 101, v = 6 - 52 + 1 = 151, wiec sa to
istotnie liczby pierwsze.

Zatem jedynym rozwiazaniem zadania jest liczba p = 5.

Rozwiagzanie 9. Przypusémy, ze a # b. Przyjmijmy, bez straty ogdlnosci, ze a > b. Poniewaz liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele, wiec istnieje taka dodatnia liczba naturalna n, ze liczba p = a + n jest pierwsza. Wtedy ulamek

a+n
b+n

mozna skrécié jedynie przez p. Jednak liczba b+n nie moze by¢ podzielna przez p, gdyz b+n < a+n = p. Uzyskalismy
sprzeczno$é, z ktorej wynika, ze a = b.

Rozwigzanie 10. Udowodnimy, ze liczba k spelnia réwnosé n+NWD(n, k) = k wtedy i tylko wtedy, gdy k = n+d
dla pewnego dzielnika d liczby n.

Z jednej strony, jesli k = n + NWD(n, k), to k jest postulowanej postaci, bowiem NWD(n, k) dzieli n.

7 drugiej strony, dla dowolnej liczby k postaci n + d, gdzie d dzieli n, mamy

n+ NWD(n,k) =n+NWD(n,n+d) =n+NWD(n,d) =n+d=k.

To oznacza, ze liczb k spelniajacych réwnosé z zadania jest tyle samo ile jest dzielnikéw liczby n. Poniewaz n jest
iloczynem 2024 réznych liczb pierwszych, wiec ma 22924 dzielnikéw.



Rozwigzanie 11. Zalézmy, ze istnieja takie parami rézne liczby pierwsze p, q i r, dla ktérych liczba

(p+q)(qg+7)(r+p)
pqr

jest calkowita.
Gdyby p | p + ¢, to wowcezas p | g, co rzecz jasna przeczy temu, ze p i ¢ sa réznymi liczbami pierwszymi. Stad liczba
p nie dzieli liczby p 4+ ¢. Analogicznie dowodzimy, Ze p nie dzieli liczby p + r. Wiemy, ze zachodzi podzielno$é

pl@+q(g+7)(r+p).

Skoro p dzieli jeden z czynnikéw, to p | g + r, skad

plp+q+r.
Analogicznie dowodzimy, ze

alpt+a+r
oraz

rlpta+r

Skoro liczby p, g i r sa réznymi liczbami pierwszymi, to na mocy powyzszych podzielnosSci mozemy stwierdzié, ze
par|p+q+r.
Zalézmy, bez straty ogdélnosci, ze p jest najwieksza z liczb p, ¢ i r. Otrzymujemy ciag nieréwnosci
pgr>p-2-2=4p>3p>p+q—+r,
co jest sprzeczne z wczesniej otrzymang podzielnoscia.

Rozwiazanie 12. Gdyby liczby p, ¢, r byly wicksze od 2, to skoro sg pierwsze, musialyby by¢ nieparzyste. Wtedy
jednak 2 | pP 4 ¢4, co jest niemozliwe, gdy 2 { r". Oznacza to, ze co najmniej jedna z liczb p, ¢, jest réwna 2. Skoro
D, q, T sa pierwsze, to p,q > 2, wiec r” = pP + ¢? > 8. Nie moze zaj$¢ wiec r = 2. W takim razie p = 2 lub ¢ = 2. Bez
straty ogoélnosci zalézmy, ze p = 2. Pozostaje rozwiazaé réwnanie

44+q7=1r".
Zauwazmy, ze skoro r" > q9, to r > q, wiec tez r > q + 1. Zatem
P>ttt s gatt

Laczac otrzymane zaleznosci, otrzymujemy

q?+4> ¢,
i w konsekwencji

¢'(g—1) <4
Jednakze ¢ — 1 > 1 oraz

¢’ > 2% =4,
wiec

(¢—1)q* > 4,

co jest sprzeczne z otrzymana wczesniej nieréwnoscia.
Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze nie istnieje tréjka liczb pierwszych (p, ¢, r) spelniajaca dang réwnosé.

Rozwiazanie 13. Sposéb 1: Oznaczmy przez k wykladnik przy 2 w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n.
Wéwezas

n=2F.1,

gdzie k jest nieujemna liczbg catkowita, | zas — dodatnia liczbg nieparzysta.

Suma parzystych dzielnikow liczby n jest parzysta, jesli wiec suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n jest
nieparzysta, to nieparzystych dzielnikow jest nieparzyscie wiele.

Liczba [, jako nieparzysta, ma wylacznie nieparzyste dzielniki oraz kazdy z nich jest tez dzielnikiem liczby n. Rowniez
na odwrét, kazdy nieparzysty dzielnik liczby n musi by¢ takze dzielnikiem liczby I. Wobec tego nieparzyste dzielniki



liczby n to wszystkie dzielniki liczby [I. Skoro jest ich nieparzyscie wiele, to wnioskujemy, iz liczba [ jest kwadratem
pewnej liczby catkowitej m.
Oznacza to, ze

n=2F.1=2%.m2

Jesdli liczba k jest parzysta, to liczba g jest calkowita nieujemna i wéwczas n jest kwadratem:

2
n:(2§~m) .

Jesli za$ liczba k jest nieparzysta, to liczba % jest catkowita nieujemna i wtedy n jest podwojonym kwadratem:
k=1 2
n=2- (2 2 ~m) .

To konczy dowdd.
Sposob 2: Jeslin = 1, to n jest kwadratem. Niech teraz n > 1. Przedstawmy liczbe n w postaci rozlozonej na czynniki
pierwsze, wtedy na mocy twierdzenia 5 suma jej dodatnich dzielnikow réwna jest

(I4pr+pi+. +pf) - (L+pa+ps+...+p52) .- (L+p;+p;+...+p).

Skoro iloczyn ten jest nieparzysty, to kazdy jego czynnik jest nieparzysty.

Jedli p; = 2, to czynnik 1+ p; + p? + ... + p{* jest liczba nieparzysta niezaleznie od wartosci o;. Z kolei dla kazdej
nieparzystej liczby pierwszej p; jej kwadrat, szedcian itd. réwniez sa nieparzyste, wiec suma 1+ p; + p? + ... + p
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ma nieparzysta liczbe sktadnikow, czyli gdy wykladnik «; jest parzysty.
Oznacza to, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n wszystkie czynniki nieparzyste wystepuja w parzystych
potegach. Otrzymujemy stad wniosek, ze

n:2k~m2,

k
2

2
gdzie k jest liczbg catkowita nieujemna, m zas — dodatnia liczbg catkowita. Wobec tego n = (2 : m) , jesli liczba

_ 2
k jest parzysta, oraz n = 2 - (2% -m) , jesli liczba k jest nieparzysta.

To konczy dowdd.

Rozwigzanie 14. W tego typu problemach staramy sie wydoby¢ jak najwiecej informacji poprzez ograniczanie i
upraszczanie wielokrotnosdci. Zatem: n | p — 1 implikuje p > n + 1 oraz p = nk + 1 dla pewnego k € Z.. Ponadto
p| (n—1)(n?+n+1) implikuje p | n — 1 lub p | n? + n+ 1. Jednakze p | n — 1 jest niemozliwe. Zatem p | n? +n + 1.
To daje p < n?2 +n + 1. Dalej,

nk+1|n2+n+1|kn>+kn+k = nk+1|kn*+kn+k—n(nk+1)=nk+k—n.

Zatem nk+1 < nk+k—-n = n+1 < k. W zaleznosci od p oznacza to n(n + 1) +1 < nk+1 = p. Czy
to co$ przypomina? Wezeéniej mielismy p < n? 4+ n + 1. Zatem zachodzi p = n? + n + 1. To bezposrednio daje
dp—3=(2n+1)%

Rozwigzanie 15. Oczywiscie n jest nieparzystym kwadratem. Niech n = pf‘“ pgaz . pi“’“, wtedy

Vo =pips? o opet = (2a1 +1)(2a2 + 1) ... (2a5 + 1).

Teraz p; > 3 dla wszystkich 4, co oznacza ze p;* > 3% > 2a;+ 1 gdy a; > 1. Zatem réwnos$¢ musi zachodzi¢ wszedzie,
tzn. p; = 3 oraz 3% = (2a; + 1), co prowadzi do jedynego rozwiazania n = 9.

Nalezy réwniez sprawdzié przypadek n = 1, ktory jest rozwigzaniem, gdyz /1 = 1 i liczba 1 ma dokladnie 1 dodatni
dzielnik.

Odpowiedz: Jedynymi rozwigzaniami san=1in=9.

Rozwigzanie 16. Poniewaz b(ac — 4) = a® + ¢, wiec ac — 4 > 0. Zatem

. a® + ¢
T ac—4"
Nalezy wiec wykazaé, ze liczba
0t a®+c P a’c — 4a + 2a® + 2¢ + 2ac — 8
ac—4 ac—4



dzieli sie przez p. Poniewaz ¢ < a, wiec ac — 4 < a® < a® + 2a + 2 = p. W szczegdlnoéci NWD(p, ac — 4) = 1, wiec
wystarczy dowieéé, ze liczba a’c — 4a + 2a® + 2¢ + 2ac — 8 dzieli sie przez p. Wynika to z nastepujacego rachunku:

a’c —4a +2a® + 2¢ + 2ac — 8 = c(a® 4+ 2a + 2) + 24> — 4a — 8
=cp+2(a®+2a+2)(a—2)

=p(c+2a—4).
Rozwigzanie 17. Zauwazmy, ze:
2ln+4  (14n+3)+ (Tn+1) n+1
ldn+3 14n+3 7 14n+3

Zatem wynika z tego, ze Tn+1 i 14n+ 3 musza by¢ wzglednie pierwsze dla kazdej liczby naturalnej n, aby utamek byt
nieskracalny. Teraz problem sprowadza sie¢ do udowodnienia, ze 11’:;:13 jest nieskracalny. Przeksztalcamy ten utamek
jako:

n+1 . Tn+1
(n+ 1)+ (Tn+1)+1  2(Tn+1)+1

Poniewaz mianownik 2(7n 4+ 1) 4+ 1 rézni sie od wielokrotnosci licznika 7n + 1 o 1, licznik i mianownik musza by¢

wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Stad wynika, ze ﬂﬁig jest nieskracalny.




