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Definicje i wlasnosci

Kongruencje stanowia bardzo wygodne narzedzie stuzace do badania i zapisywania rozmaitych fak-
tow zwiazanych z podzielnoécia.

Definicja 1 (dzielenie z reszta)

Dane jest a € Z i m € Z. Wowczas powiemy, ze a daje reszte r przy dzieleniu przez m jesli
istnieje taka liczba calkowita k, ze
a=k-m+r

oraz 0 <r < m.

Na dzielenie z reszta mozemy popatrze¢ w inny sposéb.

Definicja 2

Niech a,b € Z oraz niech m € Z. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m, jesli liczba a — b
dzieli sie przez m. Stosujemy oznaczenie

a=b (mod m)

i nazywamy je kongruencja.

Przyktady:
e 5=1 (mod 4), poniewaz 4 dzieli 5 —1 =4
e 2025 =1 (mod 8), poniewaz 8 dzieli 2025 — 1 = 2024
e 3a =a (mod 2), poniewaz 2 dzieli 3a — a = 2a.

Na kongruencje mozna patrzeé jak na reszty z dzielenia, np. zapis 5 = 1 (mod 4) informuje nas, ze
5 daje taka sama reszte z dzielenia przez 4 jak 1.

Kongruencje maja wiele ciekawych wtasnosci, z ktérych bedziemy czesto korzystac.
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Twierdzenie 1 (wlasnosci kongruencji)

Dla a,b, ¢, d € Z oraz m,n € Z zachodza ponizsze zaleznosci.
1. a = a (mod m).
2. JeSli a =b (mod m), to b =a (mod m).
3. Jedli a = b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to a = ¢ (mod m).
4. Jesli a =b (mod m), to a £ c=b=*c (mod m).
5. Jedli a = b (mod m), to ac = be (mod m).
6. Jesli a =b (mod m) oraz ¢ =d (mod m), to atc=b=xd (mod m).
7. Jedli a = b (mod m)oraz ¢ = d (mod m), to ac = bd (mod m).
8. Jedli a = b (mod m), to a™ = b" (mod m).

Warto tu zwroécié uwage, iz kongruencji na ogdt nie mozna dzieli¢ stronami. Przykladowo, zachodzg,
kongruencje
18 =3 (mod 3) oraz 3=3 (mod 3),

ale 6 # 1 (mod 3).

Gdy rozpatrujemy podzielnoéci, czesto mozemy dostaé po pewnych przeksztalceniach, ze a = 0
(mod n). Oznacza to wtedy, ze a jest podzielne przez n (lub inaczej zapisujac n | a).

Warto réwniez wspomnie¢ o tzw. resztach kwadratowych.

Definicja 3 (reszty i niereszty kwadratowe)

Reszta kwadratowa modulo p (gdzie p jest liczba pierwsza) to taka liczba catkowita a, ze
istnieje rozwiazanie kongruencji:

z?=a (mod p).
Jesli powyzsza kongruencja nie ma rozwiazania dla pewnej liczby catkowitej a, to taka liczbe
nazywamy nieresztg kwadratowa modulo p.

Przykladowo rozpatrujac modulo 3, resztami kwadratowymi sa {0, 1}, a niereszta kwadratowa jest
2, dlatego, ze gdy sprawdzimy wszystkie reszty podniesione do kwadratu:

n=0 = n’=0>=0 (mod 3)
n=1 = n’=12=1 (mod 3)
n=2 = n’=2>=1 (mod 3)

znajdujemy 0 i 1, ale nie ma tutaj 2.

Przyktady

Cwiczenie 1 (Matura podstawowa, czerwiec 2025). Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby natu-
ralnej n liczba 3n? + 2n + 7 jest podzielna przez 4.

Rozwiazanie 1. Oczywiscie mogliby$Smy to zadanie zrobi¢ metoda ,szkolna”, jednak rozwiazemy
je uzywajac kongruencji.

Dowolna liczba calkowita nieparzysta podzielona przez 4 daje reszte 1 lub 3, zatem rozpatrzmy 2
przypadki:



1. Gdy n = 1 (mod 4), wtedy 3n> +2n +7 =3-12+2-1+7
4|3n%+2n+7.

12 = 0 (mod 4), zatem

2. Gdy n = 3 (mod 4), wtedy 3n? +2n+7 =3-32+2-3+7

413n%+2n+7.

40 = 0 (mod 4), zatem

W obu przypadkach wyszlo, ze 4 | 3n? + 2n + 7, co nalezalo udowodnié.
Cwiczenie 2. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? +2 takze jest pierwsza.

Rozwigzanie 2. Zauwazmy, ze jezeli liczba p nie dzieli sie przez 3, to p = 1 (mod 3) lub p = 2
(mod 3). Stad w obu przypadkach dostajemy p? =1 (mod 3). A zatem

p>+2=0 (mod3)

co oznacza, ze liczba p? + 2 jest podzielna przez 3. Ponadto liczba p? + 2 jest wicksza od 3, gdyz p
— jako liczba pierwsza — jest nie mniejsza od 2. Wobec tego liczba p? 4+ 2 musi byé zlozona. Jedli z
kolei liczba p dzieli sie przez 3, to musi by¢é réwna 3, gdyz jest to liczba pierwsza. Wtedy 32 +2 = 11
rowniez jest liczba pierwsza. Wobec tego jedyna liczba p spelniajaca warunki zadania jest p = 3.

Zadania

Zadanie 1. Wyznacz reszty z dzielenia (podaj najmniejsze naturalne a, b, ¢, d, e, f spelniajace po-
nizsze kongruencje):

1. 5=a (mod 2) 4. 123 =d (mod 20)
2. 17=b (mod 5) 5. 8421 = e (mod 4)
3. =4 =c¢ (mod 6) 6. 7° = f (mod 8).

Rozwiazanie 1. Korzystamy z wtasnosci kongruencji.

1.5=a (mod 2), 5=2-241 = a=1

[\

.17=b (mod 5), 17=5-3+2 = b=2.
3. —4=¢ (mod 6), —446=2 = c=2.
4.123=d (mod 20), 123=20-64+3 = d=3.
5.8:421=e¢ (mod4), 8=0 (mod4) = 8:-421=0-421=0 (mod8) = e=0.
6.7°=f (mod 8), =-1 (mod8) = 7=(-1)=-1=7 (mod8) = f=7.
Zadanie 2. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 2°° przez 3.

Rozwigzanie 2. Zauwazmy, ze
2=-1 (mod 3),

czyli
950

(-1)® =1 (mod 3).

Czyli reszta z dzielenia tej liczby to 1.

Zadanie 3. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby caltkowitej nieujemnej n liczba
37" + 23

dzieli si¢ przez 13.



Rozwigzanie 3. Mamy 3* = 81 = 3 (mod 13) skad wynika, ze
34" 123 =39 +23=3"""+23=... =
=3'4+23=3"423=26=0 (mod 13).
Stad teza.
Zadanie 4. Udowodnié, ze liczba 9393 — 3333 dzieli sie przez 10.

Rozwigzanie 4. Zauwazmy, ze zachodza kongruencje 93 = 3 (mod 10), 33 = 3 (mod 10) oraz
3* =81 =1 (mod 10). Wobec tego

939 =3% = (39 .3=3 (mod 10)

oraz
33% = (3)®.3=3 (mod 10).

Wobec tego, mamy 93% = 3333 (mod 10), co jest rownowazne tezie zadania.
Zadanie 5 (VI OM-1-10). Wykazaé, ze liczba 53°% — 3333 jest podzielna przez 10.
Rozwigzanie 5. Poniewaz 53 = 3 (mod 10), 33 = 3 (mod 10), 3* =1 (mod 10), wiec
533 =3% = (3% .3=3 (mod 10),
333 =3%=(3"%.3=3 (mod 10),

zatem
53%3 —33% =0 (mod 10).

Zadanie 6. Liczby calkowite a, b, c maja te wlasnosé, ze liczby ab — 1,bc — 11 ca — 1 sa podzielne
przez pewna liczbe pierwsza p. Wykaz, ze liczba

a2+ 4+ -3
réwniez jest podzielna przez p.

Rozwigzanie 6. Dane podzielno$ci mozemy zapisaé¢ rownowaznie jako

ab=1 (modp), bc=1 (modp), ca=1 (modp).

Mamy

a>=a* bc=ab-ac=1 (mod p).

W sposéb analogiczny wykazujemy, ze b*> = ¢> =1 (mod p). Stad
a2+ +c*-3=14+1+1-3=0 (mod p),
co nalezato wykazac.

Zadanie 7. W pewnej klasie jest mniej niz 40 oséb. Gdy uczniowie chcieli podzielié¢ sie na grupy
5-osobowe, 4 osoby zostaly bez grupy. Gdy natomiast chcieli podzieli¢ sie na grupy 6-osobowe, 5
0s6b zostalo bez grupy. llu uczniéw jest w tej klasie?

Rozwiazanie 7. Dotaczmy do klasy jeszcze jednego ucznia; wtedy bedzie mozna uczniéw podzielié
na grupy piecioosobowe, a takze na grupy sze$cioosobowe, wiec liczba uczniéw bedzie podzielna
przez 30. Wobec tego liczba uczniéw wyniesie doktadnie 30. Poczatkowo jest wiec 29 uczniéow.

Zadanie 8. Wyznacz reszty kwadratowe modulo 3, 4, 51 8.



Rozwiazanie 8. Reszta kwadratowa modulo p to liczba calkowita r taka, ze istnieje x € Z z 22 = r
(mod p).

Modulo 3: mozliwe reszty z dzielenia liczby przez 3: 0,1, 2.
0°=0, 1°=1

Zatem reszty kwadratowe modulo 3 to

Modulo 4: reszty: 0,1,2, 3.

Reszty kwadratowe modulo 4:

Modulo 5: reszty: 0,1, 2, 3, 4.

02=0, 1°=1, 2°=4, 3°=9=4, 4°=16=1 (mod5).

Reszty kwadratowe modulo 5:

Modulo 8: reszty: 0,1,2,3,4,5,6,7.

52=25=1, 6°=36=4, 7°=49=1 (mod 8).

Reszty kwadratowe modulo 8:
{0,1,4}.

Zadanie 9. Znajdz wszystkie liczby catkowite x,y spelniajace réwnanie
z? — 3y% = 1001.

Rozwiazanie 9. OdpowiedZ: Liczby spelniajace dane rownanie nie istnieja.
Skoro liczby 2% — 3y? oraz 1001 sa sobie réwne, to w szczegdlnoéci daja te sama reszte z dzielenia
przez 3. Mozemy wiec kolejno zapisaé

r? —3y?> =1001 (mod 3),
22 —0y* =2 (mod 3),
z2=2 (mod 3).

Ostatnia kongruencja to sprzeczno$é¢, gdyz 2 jest niereszta kwadratowa modulo 2, co dowodzi, ze
szukane liczby nie istnieja.
Zadanie 10. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie liczby catkowite: ai,as, ..., a10, ktére spetniaja réw-
nosé

af +as+ - +ag + aj, = 201200002013.

Wskazowka: rozwaz modulo 16.

Rozwigzanie 10. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby calkowitej a spelniony jest nastepujacy fakt
a*=0 (mod 16) lub a*=1 (mod 16).

Wtedy mozliwe reszty z dzielenia wyrazenia aj + a3 + --- + ad + aiy przez 16 naleza do zbioru
{0,1,...,10}.
Poniewaz 201200002013 = 13 (mod 16), wigc takie liczby a1, as, ..., aig nie istnieja.



Zadanie 11. Udowodnié, ze dla nieskoniczenie wielu liczb catkowitych dodatnich n liczba 7-2™ 41
jest ztozona.

Rozwigzanie 11. Wystarczy wskazaé¢ nieskoniczenie wiele n, dla ktérych 7 - 2" 4+ 1 ma dzielnik
wlasciwy. Wezmy wszystkie n postaci n = 6k + 3 (k € N). Wtedy modulo 3 mamy

=1 (mod3) = 203=02k.22=1.(-1)=-1 (mod 3),

a zatem
7203 4L 1=7.(-1)+1=-6=0 (mod 3).

Poniewaz dla k > 0 zachodzi 7-26F+3 +1 > 7.8 4 1 = 57 > 3, liczba ta nie jest réwna 3, a wiec —
majac dzielnik 3 — musi by¢ ztozona. Takich n (réwne 3 mod 6) jest nieskonczenie wiele, co konczy
dowdd.

Zadanie 12. Udowodnié, ze réwnanie 23 +y3+23 = 20052 nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych.
Rozwigzanie 12. Rozwazmy réwnanie

23 497 + 2% = 20052,
Bedziemy badaé je modulo 9. Przypomnijmy fakt dotyczacy szescianéw catkowitych:

n®=0,1,8 (mod9) dla kazdego n € Z.
Mozna tez zapisa¢ 8 = —1 (mod 9), wiec reszty szescianéw modulo 9 naleza do zbioru
{0,1,-1}.
Zatem suma trzech szescianéw modulo 9 moze przyjmowac wartosci:
0+04+0=0, 140+0=1, 1+1+0=2, 14+14+1=3, ..., (=D+(-1)+(-1)=-3=6 (mod)9).
Zbioér mozliwych reszt sumy trzech szescianéw modulo 9 to:
{-3,-2,-1,0,1,2,3} ={0,1,2,3,6,7,8} (mod 9).
Obliczmy reszte liczby 20052 modulo 9. Najpierw
2006=24+04+0+5=7 (mod?9),
wiec
20052 =7 =49=4 (mod 9).

Ale 4 nie nalezy do zbioru mozliwych reszt sumy trzech szeScianéw modulo 9. Oznacza to, ze réwnanie

3 + 3 + 2% = 20052

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych.

Zadania dodatkowe

Zadanie 13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3P + 4P jest podzielna przez
181.

Rozwigzanie 13. Podstawienie kilku przyktadowych wartosci p prowadzi do odkrycia pierwszego
rozwiazania: 3% 4 45 = 243 + 1024 = 1267 = 181 - 7. To sugeruje, by zbadaé liczbe 3P + 4P przy
podstawieniu p = 5k 4+ £ (dla k bedacej liczba calkowita nieujemna oraz ¢ € {0,1,2,3,4}). Mamy
3% = —45 (mod 181), stad

3% = (=) . 4%%  (mod 181).



Mozemy wiec napisaé
3P + 4P — 35k+€ + 45k+€ — 35k X 3@ + 45k: . 4[ =

= (—1)F - 4%% .30 4 4% 4f = PR [(—1)F - 37+ 4°]  (mod 181).

Liczba 181 jest pierwsza, a zatem nie ma dzielnikéw wiekszych od 1 wspdlnych z 4°%. Jedli wiec
3P 4 4P dzieli si¢ przez 181, to musi zachodzi¢ kongruencja

(-=1)*-3°+4°=0 (mod 181).

Dla k nieparzystego oraz ¢ = 0 warunek ten jest oczywiscie spelniony, zas dla pozostalych k, ¢ nie
zachodzi. Sprawdzamy bowiem, ze 3° 4+ 4% # 0 (mod 181),

1< (1% 37445 <180 dlal=1,2,3
oraz
+3* +4* = £81 + 256 # 0 (mod 181).

Wykazalismy zatem, ze liczba 3P 4 47 dzieli sie przez 181 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest postaci 5k
dla pewnej dodatniej liczby nieparzystej k. Poniewaz p ma by¢ liczbg pierwsza, rozwiazanie p = 5,
odgadniete na wstepie, jest jedynym rozwiazaniem zadania.

Zadanie 14. Wykazaé, ze dla nieskonczenie wielu liczb calkowitych dodatnich n, liczba 142" 425"
jest zlozona.

Rozwigzanie 14. Wykazemy, ze jesli n jest dodatnia liczba nieparzysta, to badana liczba jest
podzielna przez 7; skoro 1+ 2*" + 25" > 7, to wyniknie z tego teza zadania. Dla n = 1 dostajemy
liczbe 1424 +2° = 49, ktéra oczywiscie dzieli sie przez 7. Zatézmy dalej, ze n jest liczbg nieparzysta
wieksza od 1.

Zauwazmy, iz 2* = 2 (mod 7), skad

2" = (2HY T =24 (mod 7)

i analogicznie
2 04" (mod 7).

Podobnie 2° = 4 = 22 (mod 7), a wiec
25" = (2" =252 = (25"7)2 (mod 7)

oraz

rn—1

2° = (25”_2)2 (mod 7).
Ostatnie dwie kongruencje prowadza do wniosku, ze

5 En—2 n—2

2" = (2" =29 " =25"" (mod 7).
Wobec tego wykazalidmy, iz
1424 +22" =142 7 425" (mod 7),

a zatem ) .
142 +25 =142 +2° =49=0 (mod 7).

Rozwiazanie jest zakonczone.
Zadanie 15. Dane sg liczby catkowite dodatnie a, b, c,d, e, f takie, ze

a+b=c+d=e+ f=101.

Udowodnié, ze liczby ijj‘? nie mozna zapisa¢ w postaci utamka “*, gdzie m, n sa liczbami catkowitymi

dodatnimi o sumie mniejszej niz 101.



Rozwigzanie 15. Zapiszmy liczbe ZLTC; w postaci utamka nieskracalnego 7*; istnieje zatem taka

liczba catkowita dodatnia k, ze
ace=k-m oraz bdf =k n.
Dalej, mamy
a=-b (mod101), ¢=-d (mod 101), e=—f (mod 101),

a zatem

ace = —bdf (mod 101),

czyli ace + bdf = k - (m 4+ n) dzieli sie przez 101. Z drugiej strony, 101 jest liczba pierwsza i kazda z
liczb a, b, ¢,d, e, f nalezy do zbioru {1,2,...,100}. W konsekwencji, ace oraz bdf nie dziela sie przez
101, a zatem k takze nie dzieli sie przez 101. DoszliSmy wiec do wniosku, iz 101 | m + n, co pociaga
za soba m + n > 101; stad teza.

Zadanie 16. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n liczba 736" — 376" dazieli sie
przez 39.

Rozwigzanie 16. Chcemy pokazaé, ze dla dowolnego n € Zo mamy 735" — 376" =0 (mod 35).
Poniewaz 35 =5-71 NWD(5,7) = 1, wystarczy udowodnié¢ podzielnosé przez 5 oraz przez 7.
Krok 1: podzielnoé¢ przez 5.

Zauwazmy, ze

73=3 (modb5), 37=2 (mod5).

Zatem
73" — 37" =3%" — 25" (mod 5).

Poniewaz 6™ jest liczba parzysta, oznaczmy 6™ = 2m. Wtedy
30" =3 = (3)" =9™ =4™ (mod 5),
26" = 92m — (22)™ = 4™  (mod 5).

Stad
3" — 26" =0 (mod 5).

Krok 2: podzielnos¢ przez 7.

73=3 (mod 7), 37=2 (mod 7),

wiec rozwazamy 3¢ — 26" modulo 7. Wykonamy proste obliczenia poteg modulo 7:
2'=2 22=4 2°=8=1 (mod7).

Zatem 23 =1 (mod 7), a wigc 26 = (23)2 =12 =1 (mod 7). Dla dowolnego n > 1

6" 6\6" " gn—1

200 = (29 =1 =1 (mod?7).
Analogicznie dla 3:

31=3 32=9=2, 3*=3.2=6,

3=3.6=18=4, 3°=3-4=12=5 3°=3.-5=15=1 (mod 7).

Stad 35 =1 (mod 7), wiec podobnie jak poprzednio

6" 6 gn—1 gn—1

3% = (3% =1 =1 (modT7).
Wiynika stad, ze 35" — 26" =0 (mod 7).
Wniosek: Skoro wyrazenie jest podzielne i przez 5, i przez 7, to jest podzielne przez 35. Zatem dla
kazdego n > 1

73" — 37" =0 (mod 35).

Uwaga: Zaleznosci 26 = 1 (mod 7) i 3¢ = 1 (mod 7) wynikaja blyskawicznie z malego twierdzenia
Fermata, ktére przedstawione jest w zadaniu 18.



Zadanie 17. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba

n 433 422 41l 4
n*+nd4+n2+n+1

jest liczba naturalna.
Rozwigzanie 17. Teze mozemy zapisa¢ rownowaznie w postaci
B P 4t 411=0 (mod n' +nd+n?+n+1).

Dla utatwienia zapisu przyjmijmy, ze n* +n% +n? +n+1=S5.
Na poczatku zauwazmy, ze

= 1=m-1)0"+nP+n" +nS 40+t 40P+ niin+1) =
=(n-1D0 - +n3+n*+n+1)=0 (mod S).

Wynika stad, ze:

n'®=1 (mod S), n'*=n (mod 9), n??=n? (mod S),

n*¥ =n® (mod 9), n*=nt (mod S).

Po dodaniu stronami dostajemy, ze
n* 4B 4nPrpt v1=0t 40P 40P+ n+1=0 (mod n* +n®+n?+n+1),
co konczy dowdd.

Zadanie 18. Udowodni¢ male twierdzenie Fermata:
Jedli p jest liczba pierwsza, za$ a liczbg catkowita dodatnia niepodzielng przez p, to a?~! daje reszte
1 z dzielenia przez p.

Rozwigzanie 18. Po pierwsze wykazujemy, ze liczby ze zbioru {a, 2a, ..., (p—1)a} daja rézne reszty

z dzielenia przez p. Zalézmy bowiem, ze liczby ka i la daja te sama reszte, czyli p | ka—la = a(k—1).

Skoro liczba a jest niepodzielna przez p, to p | k — 1. Ale mamy 1 < k,l < p — 1, wiec
—p+2=1-(p-1)<k-I<(p-1)—-1=p-2.

Jedyna liczba podzielng przez p w przedziale [—p + 2,p — 2] jest 0, zatem k — [ = 0, czyli k = I.

Niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby i - a przez p, dla ¢ =1,2,...,p — 1. WykazaliSmy powyzej,
ze zbiér reszt R = {r1,...,rp_1} ma p — 1 réznych elementéw. Zadna z liczb i - a nie dzieli si¢ przez
p, zatem R jest zawarty w zbiorze {1,2,...,p — 1}. Zbiory te maja tyle samo elementéw, wiec

{ri,...,mp-1}=1{1,2,...,p—1}.
Wobec tego

(l1-a)-(2-a)-...-(p—1)-a)=r1-719-...-7p-1=1-2-...-(p—1) (mod p),

czyli (p—1)!-a?~! = (p—1)! (mod p), wiec p | (p—1)!- (aP~1 — 1). Liczba p jest pierwsza i p nie
dzieli (p — 1)!, wiec p | @~ — 1, innymi stowy aP~! daje reszte 1 z dzielenia przez p, co bylo do
udowodnienia.

Zadanie 19. ZnajdZ wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (n,m), dla ktérych zachodzi
réwnosé
U421 431+ ... +nl=m?



Rozwiazanie 19. OdpowiedZ: Jedynymi rozwiazaniami danego réwnania sa pary (n,m) = (1,1) i
(3,3).

Zauwazmy, ze dla n > 5, liczba n! =1-2-...-n jest podzielna zaréwno przez 2 jak i przez 5. Wynika
stad, ze liczba ta jest podzielna takze przez 10. A wiec dla n > 5 mamy

N+2l4+-4nl=114214314+41=14+24+6+24=33=3 (mod 10).

Pozostaje zauwazyé, ze dla kazdego m liczba m? nie daje reszty 3 z dzielenia przez 10. Wnioskujemy
stad, ze dla n > 5 réwnanie nie ma rozwiazan.

Sprawdzajac n = 1,2, 3,4, wnioskujemy, ze pary (n,m) = (1,1),(3,3) sa jedynymi rozwiazaniami
danego réwnania.

Zadanie 20. Udowodnié chiriskie twierdzenie o resztach:

Dla dodatnich liczb catkowitych wzglednie pierwszych aq i as oraz liczb catkowitych 0 < r; < aq,
0 < 7y < ag istnieje doktadnie jedna liczba 0 < n < a; - as taka, ze n daje reszte ry z dzielenia przez
a1 i reszte ro z dzielenia przez as.

Rozwiazanie 20. Jezeli liczby k i [ daja te same reszty zaréwno z dzielenia przez aj, jak i przez
as, to zmaczy, ze a1 | k—11iag | k—1, czyli a1 - as | k — 1, gdyz liczby a1, as sa wzglednie pierwsze.
Zatem liczby k i [ r6znig sie o wielokrotno$¢ liczby a;j - as.

Wynika stad, ze kazde dwie rézne z liczb 0,1,...,a; - as — 1 daja rézne reszty z dzielenia przez a;
lub rézne reszty z dzielenia przez as. Mozliwych par (reszta z dzielenia przez aj, reszta z dzielenia
przez as) jest aj - as; tyle samo, ile liczb 0,1,...,a1 - ag — 1. To oznacza, ze w zbiorze tych liczb
kazda para reszt wystepuje doktadnie raz. Innymi stowy, dla kazdych zadanych 71 i ro znajdziemy
dokladnie jedna liczbe n ze zbioru {0,1,...,a; -as — 1} taka, ze n daje reszte r; przy dzieleniu przez
ay 1 reszte ro przy dzieleniu przez as. To konczy dowdd.
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